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MATEMATICAS
NIVEL SUPERIOR
PRUEBA 2

Viernes 7 de mayo de 2004 (mafiana)

3 horas

INSTRUCCIONES PARA LOS ALUMNOS

* No abra esta prueba hasta que se lo autoricen.

* Conteste las cinco preguntas de la Seccién A y una pregunta de la Seccion B.

* Salvo que se indique lo contrario en la pregunta, todas las respuestas numéricas deberan ser
exactas o con tres cifras significativas.

* Escriba la marca y el modelo de su calculadora en el cuadro correspondiente de la portada del
examen (p. €j., Casio fx-9750G, Sharp EL-9600, Texas Instruments TI-85).
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Empiece una pagina nueva para cada respuesta. Se recomienda que muestre todos los calculos,
siempre que sea posible. Cuando la respuesta sea incorrecta se otorgaran algunos puntos siempre
que aparezca el método empleado y éste sea correcto. Para los resultados obtenidos con
calculadora de pantalla grdfica, debera reflejarse por escrito el proceso seguido hasta su
obtencion. Por ejemplo, cuando deba utilizar grdficas de una calculadora de pantalla grafica para
hallar soluciones, debera dibujar esas graficas en su respuesta.
SECCION A
Conteste las cinco preguntas de esta seccion.

1.  [Puntuacion maxima: 13]

(a) Los puntos A(1,2) y B(4,5) se aplican en A'(2,3) y B'(5,6)
respectivamente, mediante una transformacion lineal M.

(i)  Halle la matriz M que representa esta transformacion.

(ii) Halle la imagen de A" mediante M. [7 puntos]
El punto C(1, 3) se aplica en C'(2, 2) mediante una traslacion 7.
(b) Halle el vector que representa 7. [2 puntos]
(c) Halle laimagen de D(5,7) mediante las siguientes transformaciones.

(1) T seguida de M;

(i) M seguidade T. [4 puntos]
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2.  [Puntuacion maxima: 14]

(1) Jack y Jill juegan a un juego que consiste en tirar un dado por turnos. Si
saleun 1, 2, 3 6 4, el jugador que tir6 el dado gana el juego. Si sale un 5
6 un 6 le toca el turno al otro jugador. Jack empieza a jugar y el juego
continta hasta que alguien gane.

(a) Escriba la probabilidad de que Jack gane en su primera tirada. [1 punto]
(b) Calcule la probabilidad de que Jill gane en su primera tirada. [2 puntos]
(¢) Calcule la probabilidad de que Jack gane el juego. [3 puntos]

(i) Sea f(x) la funcion densidad de probabilidad de una variable aleatoria

X, donde
f)= kx*, para0<x<2
0, en los demas casos.
3
(a) Compruebe que k = % [2 puntos]

(b) Calcule

(i) E(X);
(i1) la mediana de X. [6 puntos]
3.  [Puntuacion maxima: 14]

(a) Considere dos vectores unitarios # y v en un espacio tridimensional.
Demuestre que el vector u + v biseca al dangulo entre u y v. [4 puntos]

Considere los puntos A(2,5,4), B(1,3,2)yC(5,5,6). Larecta/ pasa por B

y biseca al angulo ABC.
(b) Halle la ecuacion de /. [4 puntos]
(c) Larectal/cortaa (AC) en el punto D. Halle las coordenadas de D. [6 puntos]
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4.  [Puntuacion maxima: 10]

Sea f(x)=xcosx, para0<x<m. Lacurva de f(x) tiene un maximo local

en x = a y un punto de inflexioén en x = b.

(2)

(b)

(©)

(d)

Dibuje aproximadamente la grafica de f(x) indicando las posiciones
aproximadas de a y b.

Halle el valor de

O a

(i) b.

Utilizando la integracion por partes halle una expresion paraJ.xcosx dx.

A partir de lo anterior halle el valor exacto del area encerrada por la

curvay el eje x, para OSxﬁg.

5.  [Puntuacion maxima: 19]

(a)
(b)

(©)
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Compruebe que cos(A+ B)+cos(4A—B)=2cos AcosB.

Sea T (x)=cos(narccosx) donde x es un numero real, xe[-1,1] yn es

un entero positivo.
(i) Halle 7,(x).
(i) Compruebe que T, (x) =2x" —1.

(1) Utilice el resultado del apartado (a) para comprobar que
T;l+l (x) + 7:1—1 (x) = 2)(,'7:1 (x) :

(i) A partir de lo anterior o de cualquier otro modo, demuestre por
induccién que 7, (x) es un polinomio de grado 7.
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[2 puntos]

[3 puntos]

[3 puntos]

[2 puntos]

[2 puntos]

[5 puntos]

[12 puntos]
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SECCION B
Conteste una pregunta de esta seccion.

Estadistica

6.  [Puntuacion maxima: 30]

(1) Charles sabe por experiencia que el numero de cartas que el cartero
lleva a su casa cada dia sigue una distribucion de Poisson de media 3.

(a) Halle la probabilidad de que el cartero lleve dos cartas un dia
elegido al azar. [2 puntos]

(b) Otro dia, Charles ve que el cartero se acerca a su casa, por lo que
sabe que esta a punto de recibir correo. Calcule la probabilidad de
que reciba dos cartas ese dia. [3 puntos]

(1) A continuacion aparece una muestra al azar de 16 observaciones de una
distribucion normal de media z.

16,9 15,0 15,8 18,7 20,9 19,9 18,6 22,1
16,5 18,8 16,4 17,7 16,1 17,2 20,6 19,8

Calcule un intervalo de confianza del 95 % para s [6 puntos]

(i11)) Se tiran simultdneamente siete monedas 320 veces. Los resultados se
muestran en la siguiente tabla.

Numero de caras .
obtenidas Frecuencia

1 12

2 43

3 79

4 86

> 65

6 29

/ 6

La hipotesis nula H, es “seis de las monedas son correctas y la otra
tiene dos caras”.

(a) Enuncie, con palabras, la hipdtesis alternativa H, . [2 puntos]

(b) Determine, con un nivel de significacion del 5 %, si el andlisis de
los datos anteriores nos lleva a aceptar o rechazar H, . [7 puntos]

(Esta pregunta continua en la siguiente pagina)
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(Pregunta 6. continuacion)

(iv) Se ha medido la altura, en cm, de hombres y mujeres de una muestra al
azar con los siguientes resultados.

Altura de los hombres (cm) |183 171 167 169 175 181 179 171 165
Altura de las mujeres (cm) [152 169 156 163 158 161 160 162

Se cree que la altura media de los hombres excede a la altura media de las
mujeres en mas de 10 cm. Utilice un contraste de una cola al nivel de
significacion del 10 % para investigar si esto es cierto. Puede asumir que
las alturas de los hombres y de las mujeres tienen una distribucién normal
con la misma varianza. [10 puntos]
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Conjuntos, relaciones y grupos

7.  [Puntuacion maxima: 30]
(1) Larelacion R esta definida sobre los puntos P(x, y) del plano por
(X, »R(x,,y,) stysolosi x,+y,=x,+,.
(a) Compruebe que R es una relacion de equivalencia. [4 puntos]
(b) D¢ una descripcion geométrica de las clases de equivalencia. [2 puntos]
(i) La operacion binaria * esta definida para x, y € R por
X*y=xy—x—y+2.
(a) Halle el elemento neutro de *. [2 puntos]
(b) Halle el simétrico de 3 para *. [2 puntos]

(¢) (i) Compruebe que

(x*y)*kz=Xxpz—yz—zX—Xy+X+)y+zZ.

(i) Determine si * es asociativa o no. [6 puntos]

(Esta pregunta continua en la siguiente pagina)
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(Pregunta 7. continuacion)

(iii)) Considere el conjunto S={1,3,5,7,9,11,13,15} con la operacion ®,
multiplicacion médulo 16.

224-243

(a)

(b)

(©)

(d)

Calcule

(1) 3®5;

(i) 3®7;

(i) 9®1I. [3 puntos]

(i) Copie y complete la tabla de la operacion ® en S.

® 1 9 11 13 15
1 1 3 5 7 9 11 13 15
3 3 1 7 13
5 5 3 13 7 11
7 7 3 15 13 11 9
9 9 13 15 1 5 7
11 11 7 13 15 5
13 13 7 1 11 5 15 3
15 15 13 11 9 7 5 3 1

(i) Considerando que ® es asociativa, compruebe que (S, ®) es
un grupo. [5 puntos]

Halle todos los elementos de orden

H 2%
(i) 4. [4 puntos]
Halle un subgrupo ciclico de orden 4. [2 puntos]
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Matematicas discretas

8.  [Puntuacion maxima: 30]
(i)  Halle la solucion general de la ecuacion en diferencias,

xn+2 = 3x

i +28x,,%,=7,x =—6,para n=0,1,2,.... [5 puntos]
11 a Defina los siguientes términos.
(i) (a) g
(1)  Grafo bipartido.
i1) Isomorfismo entre dos grafos, My N. 4 puntos
g

(b) Demuestre que un isomorfismo entre dos grafos aplica un ciclo de
un grafo en un ciclo del otro grafo. [3 puntos]

(c) A continuacion aparecen dibujados los grafos G, Hy J.

VAV

(i)  Determine, dando una razon, si G es o no un grafo bipartido.

H J

(i)) Determine, dando una razoén, si existe o no un isomorfismo
entre los grafos Gy H.

(iii) Utilizando el resultado del apartado (b), o de cualquier otro
modo, determine si el grafo H es o no isomorfo al grafo J. [7 puntos]

(Esta pregunta continua en la siguiente pagina)
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(Pregunta 8: continuacion)

224-243

(iii) El siguiente diagrama muestra un grafo ponderado.

E 85 C

21
F
30
! »

A 93 B

(a) Use el algoritmo de Kruskal para hallar un arbol generador

minimal del grafo. [4 puntos]
(b) Dibuje el arbol generador minimal y halle su peso. [2 puntos]
(iv) (a) Enuncie el principio de la buena ordenacion. [2 puntos]

(b) Utilice el principio de la buena ordenacion para demostrar que,
dados dos enteros positivos cualesquiera a y b, (a <b), existe un

entero positivo n tal que na >b . [3 puntos]
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Aproximacion y analisis

9.

[Puntuacion maxima: 30]

(i)

(if)

(i)

(iv)
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Determine si la siguiente serie es convergente o divergente.

= [(k-Dn
Zcos[ & }

k=1

Sea f:stenx,xe{O,g}.

(a) Sea A el area encerrada por la grafica de f; el eje x y la recta x =g .

Halle el valor de 4.

(b) Utilizando el método de Simpson, halle una aproximacion de A4
con un error menor que 107,

(c) Compruebe que el error es menor que 107™*.

(a) Utilice el teorema del valor medio para demostrar que, para todo

xe[O,E}, senx < x |
2

(b) A partir de lo anterior, o de cualquier otro modo, demuestre que
3

para todo xe{O,g}, seanx—%.

5)
, sen S
Sea § =

=k +sen (knj
2

(a) Muestre que, para me 7', S, =0.
(b) Muestre que S, = 0 cuando n —> .

(¢) A partir de lo anterior, o de cualquier otro modo, muestre que la
serie converge cuando n — o, y halle el limite.

[5 puntos]

[2 puntos]

[6 puntos]

[1 punto]

[2 puntos]

[4 puntos]

[7 puntos]

[2 puntos]

[1 punto]

Véase al dorso
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Geometria euclidea y secciones conicas

10. /Puntuacion maxima: 30]

(1)  El foco de la parabola C es el punto F(a,b) y la ecuacion de la directriz
es x=—a.

(a) (i) Halle laecuacion de C a partir de la definicion.

(i) Dibuje aproximadamente C, marcando el foco, la directriz,
el eje de simetria y el vértice. [6 puntos]

3a
(b) El punto P de abscisa > pertenece a la mitad superior de C.

La tangente a C en el punto P corta al eje de simetria de C en el
punto Q. La recta que pasa por el vértice V de C y es
perpendicular a la tangente (PQ) corta a (PQ) en el punto R.
Demuestre que PR:RQ=7:3. [12 puntos]

(c) Larecta que pasa por F y es paralela a (VR) corta a la recta (PQ)
en el punto S. Halle las coordenadas de S. [4 puntos]

(i) El siguiente diagrama muestra un cuadrado ABCD de lado a. Un circulo
de centro O y radio r pasa por los vértices A y B. La longitud de la
tangente al circulo desde D, es 2a.

A D
0 @
B C
Halle una expresion para » en funcion de a. [8 puntos]
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